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1. INTRODUÇÃO

O fenômeno do transporte de fluidos em meios porosos sempre foi um desafio pa-
ra os diversos pesquisadores da academia. O trabalho pioneiro sobre a caracterização hi-
dráulica da estrutura porosa dos solos estava soterrado no apêndice de um relatório que, 
em 1856, visava avaliar a colmatação dos chafarizes da cidade de Dijon, na Franca. Es-
te apêndice contém os resultados experimentais de ensaios em colunas de areia conduzi-
dos pelo engenheiro Henri P. G. Darcy (Darcy, 1856). Este estudo, que marca o início da 
caracterização hidráulica de estruturas porosas, descreveu que a velocidade do fluxo de 
água em um solo arenoso saturado pode ser estimada pelo produto entre uma constante, 
denominada coeficiente de permeabilidade, e o gradiente hidráulico, definido como a ra-
zão entre a variação da carga hidráulica e a distância entre dois pontos de interesse. Ape-
sar de simples, tal contribuição foi de grande valia para o entendimento macroscópico de 
como os fluidos se movimentam entre os vazios do solo. Todavia, com o passar do tempo, 
houve a necessidade de se extrapolar as condições estipuladas para a formulação original 
de Darcy para casos de regime não laminar e/ou em condições de variação da saturação 
do meio. Nesse novo contexto, surgiram formulações para lidar com problemas de fluxo 
turbulento, fluxo em solo não saturado, o fenômeno de barreira capilar, o efeito da umi-
dade nas variações volumétricas dos solos, e muitos outros.

Dos problemas citados, uma área de grande interesse dos engenheiros geotécnicos 
e que se mostra relativamente complexa é a análise do solo submetido a regimes não sa-
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turados. Em outras palavras, quando os espaços entre os grãos do solo estão preenchidos 
com mais de uma fase fluida. Pode-se encontrar, no solo, água, ar, gases, óleos, petróleo, 
contaminantes e outros fluidos que compõe um domínio multifásico. Entretanto, sabe-se 
que as fases fluídas que mais predominam quanto ao nível de ocorrência, geralmente, são 
ar e água, mas, mesmo restringindo-se a esse caso, o tratamento do fluxo em meio não sa-
turado envolve muitas peculiaridades. Isto inclui a natureza da distribuição molecular da 
água no contato solo-água e água-ar e ainda, nos conjuntos solo-obras de engenharia, so-
lo-vegetação e solo-fonte de contaminação, questões que ainda merecem mais elaboração 
no avanço das análises. Isso sem considerar as variações volumétricas que podem aconte-
cer no meio, como o adensamento e a expansão, e o aparecimento de patologias, como o 
surgimento de trincas, o carreamento de partículas e de compostos químicos solubilizados 
que são problemas extremante difíceis de se computar e modelar.

De não menor complexidade seria estudar a variação volumétrica da porosidade de 
solos pouco intemperizados contendo argilominerais expansivos, sendo impossível dis-
tinguir o que efetivamente foi a alteração nos vazios e o que foi proveniente da alteração 
do volume das partículas em função da variação no seu nível de hidratação (Camapum 
de Carvalho e Gitirana Jr., 2021). Outro problema bastante complexo, na área de solos 
não saturados, é considerar a intervenção da sucção no fluxo e no comportamento me-
cânico quando há a presença de uma distribuição de poros bimodal que é geralmente o 
caso dos solos tropicais profundamente intemperizados. Isso exemplifica, a importância 
do estudo do sistema multifásico que é o solo, o que implica, geralmente, no emprego de 
simplificações e restrições para estudar (separadamente e em conjunto) os diversos pro-
blemas citados.

Partindo dos problemas sobre a ótica da mecânica dos solos não saturado, analisan-
do-se apenas os dois fluidos mais comuns para a problemática geotécnica, tem-se um solo 
composto por três fases: grãos de solo (sólida), água (líquida) e ar (gasosa). É evidente que 
a fase sólida tem significativa interferência no fluxo, pois é a definidora da formação do 
esqueleto que armazena e por onde ocorre o fluxo e, da energia que liga a água ao mineral.

Alguns autores estabelecem a existência de uma quarta fase, que denominam de 
membrana ou película contrátil. Destaca-se que o fenômeno definidor da membrana con-
trátil na interação ar-água nos meniscos é semelhante ao presente nas bolhas oclusas, mas 
com efeitos distintos. Em ambos os casos, a chamada membrana contrátil se deve à orien-
tação das moléculas de água no contato ar-água devido à interrupção da continuidade do 
fluido, água. Porém, no caso do menisco, a junção dessa película com a fase sólida gera, 
quando a fase água é contínua, um movimento da fase ar até que ocorra o equilíbrio de 
energia. Quando ela é descontínua, ocorre o surgimento de uma força atrativa que puxa 
um grão contra o outro, ou um conjunto de grãos entre si, até que ocorra o equilíbrio de 
energia com a consequente estabilização do menisco capilar formado. Nesse caso, o as-
pecto físico correspondente ao tamanho e forma dos poros e as características químico-
-mineralógica do solo e química do fluido assumem significativa influência nesse equilí-
brio. No caso das bolhas oclusas, o equilíbrio de energia se dá com o fechamento da pró-
pria esfera sem que geralmente ocorra um contato direto da fase gasosa com o mineral, 
mas essas moléculas de água orientadas continuam em interação com as demais molécu-
las da água, interferindo no fluxo não só devido a essa energia interativa, como também 



761Tomografias computadorizadas e análises numéricas aplicadas à caracterização da estrutura...

pela presença das próprias esferas gasosas formadas. Contudo, o fenômeno aqui descrito, 
quanto ao menisco capilar, é de natureza predominantemente física e, no caso, atuante nos 
solos mais granulares pouco ativos com baixa energia de superfície. No caso das argilas, 
no entanto, surge a intervenção da energia adsorsiva, característica do mineral, fazendo 
com que o menisco se forme entre camadas de adsorção, sendo que tanto o fluxo quanto a 
interação entre partículas sejam comandados pelo déficit nessa energia de adsorção e não 
pela capilaridade propriamente dita. Essa energia de adsorção intervém no comportamen-
to hidromecânico tanto dos solos não saturados como dos solos saturados.

Ainda sobre a questão do fluxo em meio não saturado, salienta-se que este pode se 
dar de três modos: a) quando a fase ar e a fase água são contínuas, condição em que a 
água flui devido a uma diferença de potencial, em especial, de sucção, nela atuante e por 
meio do fluxo de ar, conduzindo as moléculas de água que passaram para a condição de 
vapor; b) quando a fase água é contínua e a fase ar é descontínua, condição em que o flu-
xo se dá, majoritariamente, pela atuação de uma diferença de potencial gravitacional no 
sistema água-ar e pela atuação da condição atmosférica na superfície exposta do fluido e 
pela migração das bolhas de ar oclusas contendo água na forma de vapor; c) a fase água é 
descontínua e a fase ar contínua, a água transformada em vapor passa à fase ar, que, sob 
efeito de maior pressão, flui, conduzindo-a para a atmosfera.

Portanto, depreende-se dessa breve exposição que os fenômenos que ocorrem na in-
teração solo-água-ar são complexos e ainda não bem conhecidos em sua essência. Nesse 
contexto de complexidade, a prudência recomenda que, neste capítulo, atenha-se aos so-
los granulares de modo a evidenciar, mais claramente, a importância da ferramenta nu-
mérica e da própria modelagem física para o entendimento do comportamento dos solos 
saturados e não saturados, assim como para a proposição de soluções para problemas de 
engenharia.

Uma equação robusta capaz de sistematizar matematicamente o comportamento do 
fluxo de água em um solo não saturado é a equação de Richards (Richards, 1931). Tal 
equação leva em consideração que a umidade do solo pode variar, assim como a sucção, 
no tempo e no espaço. Assim, esta equação permite simular o fenômeno do fluxo em sis-
temas não saturados de posse da curva de retenção de água no solo (curva característica) 
e da função de condutividade hidráulica não saturada.

Estudos recentes permitem utilizar tomografias computadorizadas para abordar, de 
forma física as particularidades advindas da estrutura porosa do solo. Além disso, a partir 
das tomografias computadorizadas e de novos métodos numéricos, tais como o método 
dos autômatos celulares, é possível gerar malhas que representam essa estrutura porosa. 
O método dos autômatos celulares pode ser usado para definir funções de distribuição 
acumulada dos diâmetros dos poros que representem tomografias computadorizadas bi-
narizadas. O método também permite a associação dessas funções de distribuição a au-
tômatos celulares que apresentem as mesmas propriedades da estrutura porosa da tomo-
grafia computadorizada binarizada. Por último, o método viabiliza a possibilidade de se 
obter uma função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros, a permeabilidade 
intrínseca e a curva característica para os autômatos celulares em estudo. Este capítulo 
dedica-se a apresentar a metodologia de utilização do método numérico autômatos celu-
lares e a viabilidade de sua utilização para a representação da estrutura porosa de solos 
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não saturados, atendo-se as análises à consideração apenas do meio físico e, em respeito 
a essa limitação, as análises a serem apresentadas se voltam apenas para os materiais gra-
nulares de natureza mineralógica não expansiva, com baixa atividade de superfície e dis-
tribuição de poros unimodal.

2. EMPREGO DA TOMOGRAFIA PARA O ESTUDO DO SOLO

Para a Engenharia Geotécnica, o entendimento do movimento de água no solo é es-
sencial para o dimensionamento de obras, a prevenção e a mitigação de problemas am-
bientais e civis, como os relativos ao cálculo da estabilidade de taludes de terra e a defi-
nição do projeto de barreiras de contenção.

Diante disso, há uma busca contínua por modelos e ensaios que consigam estimar de 
forma precisa e rápida o comportamento hidráulico do solo, principalmente na condição 
não saturada. Dentro dessa temática, a tomografia computadorizada (TC) começou a ser 
empregada para estudo do solo na década de 80, surgindo como uma ferramenta de gran-
de potencial de caracterização e visualização do arranjo interno do meio poroso de forma 
não destrutiva, ou seja, sem danificar a sua estrutura durante o ensaio.

A vasta gama de estudos sobre a aplicabilidade dessa importante técnica abrange 
desde a compreensão do processo de infiltração e da heterogeneidade de meios porosos 
até a aferição de grandezas, como densidade, porosidade, tortuosidade, grau de anisotro-
pia, entropia, lacunaridade, condutividade hidráulica, umidade do solo, esfericidade, gra-
nulometria, dimensão fractal, entre tantos outros (Crestana et al., 1985; Vaz et al., 1989; 
Naime, 2001; Pires et al., 2005; Borges, 2011; Zubeldia, 2013; Ozelim, 2014; Zubeldia 
et al., 2016; Ozelim e Cavalcante, 2018a; Tseng et al., 2018a; Tseng et al., 2018b; Bor-
ges et al., 2019).

Um exemplo de aplicabilidade dessa técnica foi feito por Naime (2001), que desen-
volveu um tomógrafo de baixo custo para estudo de algumas propriedades físicas e hi-
dráulicas do solo. Por meio de um experimento de infiltração, esse autor conseguiu, den-
tre outras coisas, monitorar a variação de umidade em diversas seções de corpos-de-prova 
durante a imposição de fluxo descendente vertical. Na Figura 1, é apresentada a evolução 
do avanço da frente de umidade para uma única seção de uma amostra de latossolo estu-
dada por esse autor. Nessas imagens, o teor de umidade volumétrica está variando de 0 a 
~40%, de modo que quanto mais claro, mais úmida está a área do pixel analisada.
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Figura 1 – Estudo do avanço da frente de umidade em uma única seção transversal  
de amostra de latossolo: (a) t = 2 min, (b) t = 8 min, (c) t = 14 min, (d) t = 20 min,  

(e) t = 26 min, (f) t = 32 min (Adaptado de Naime (2001))

Além das aplicações citadas, estudos recentes mostram que, a partir das tomogra-
fias computadorizadas e de novos métodos numéricos, tais como o método dos autôma-
tos celulares, é possível gerar malhas que representam, com certa semelhança, a estrutura 
porosa dos solos (Zubeldia et al., 2016; Ozelim e Cavalcante, 2018b), sendo esse o foco 
deste capítulo.

3. MÉTODO NUMÉRICO AUTÔMATOS CELULARES

Autômato Celular (AC) é um modelo discreto estudado no campo da matemática 
com enfoque computacional. Os autômatos celulares são sistemas dinâmicos que evo-
luem em passos discretos de tempo. Eles formam uma malha cujas células têm um valor 
discreto que depende do valor (estado) das células vizinhas no passo de tempo anterior. A 
partir de regras locais que relacionam as células da “vizinhança”, o estado de cada célula 
dentro da malha é atualizado sincronicamente em cada passo de tempo, o que gera uma 
configuração diferente da anterior (Wolfram, 1983). Três características fundamentais dos 
AC são (Schiff, 2008):

•	 Uniformidade: todas as células são atualizadas seguindo uma mesma regra.
•	 Sincronização: o estado de cada célula é atualizado simultaneamente.
•	 Localidade: as regras são essencialmente locais, ou seja, relacionam apenas às 

células localizadas na vizinhança de cada célula.

A malha pode ter d (d ≥ 1) dimensões, as células dentro delas podem ter k (k ∈ Z; k 
≥ 2) estados e a vizinhança pode atingir r (r ∈ Z+) níveis. Quando as células vizinhas são 
as imediatamente adjacentes, a vizinhança é de nível um (r = 1), quando são consideradas 
as imediatamente adjacentes junto com as adjacentes a elas, a vizinhança é de nível dois 
(r = 2), e assim por diante. A definição de d, k e r determina a quantidade de autômatos 
diferentes que podem ser gerados.

Os autômatos celulares elementares (ACE) são os autômatos unidimensionais (d = 
1), com dois possíveis estados (k = 2) e com vizinhança de nível 1 (r = 1) com variação 
temporal. São inicializados por uma linha de células cujo estado inicial é definido por 
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uma variável booleana (0 ou 1, preto ou branco). Neste caso, em cada passo de tempo, o 
estado de uma célula muda segundo uma regra definida, que depende do estado das célu-
las vizinhas, ou seja, o valor da célula depende do valor dela e das células imediatamente 
adjacentes no passo de tempo anterior. Para essa classe de autômatos, na qual só há du-
as possibilidades de estado (1-branco ou 0-preto), são necessárias 23 = 8 combinações de 
trios para definir uma regra. Portanto, existem 28 = 256 possíveis regras. Elas aparecem 
definidas em Wolfram (2002), e o número, no sistema decimal, que dá nome a cada regra 
é o correspondente ao número no sistema binário que se obtém como resultado da evolu-
ção da regra a partir de uma condição inicial predefinida.

Dentre as 256 regras, Wolfram (2002) conseguiu obter desde padrões simples, co-
mo retas e pontos, passando por fractais, até malhas caóticas (Figura 2). No caso dos au-
tômatos elementares apresentados na Figura 2, a lei de formação das células obedece ao 
comportamento estabelecido no topo das imagens. Nesse caso, as três células da cama-
da superior determinam a célula central da camada inferior. A primeira linha, todavia, é a 
condição inicial. Nesse caso, todas as células são brancas (valor nulo), exceto a central, 
que é preta (valor unitário).

Figura 2 – Autômatos elementares de Wolfram: (a) Regra 50; (b) Regra 90; (c) Regra 30

Os autômatos celulares bidimensionais (AC2D) são formados por uma malha em 
duas dimensões. Essa malha pode ser quadrada, triangular ou hexagonal (Figura 3). Vale 
ressaltar que, no caso do ACE, o autômato propriamente dito é representado em uma li-
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nha. A malha observada como evolução de uma regra (p. ex., na Figura 2) é, na realidade, 
um gráfico (x, y) → (posição, tempo), pois cada linha representa um passo de tempo. Nos 
AC2D, cada passo de tempo é representado por uma malha em duas dimensões no espa-
ço. Nesses casos, a evolução do AC é representada em malhas independentes, uma para 
cada passo de tempo ou poderia se construir um gráfico (x, y, z) → (x, y, tempo), incor-
porando o tempo na terceira dimensão.

Figura 3 – Tipos de malhas de AC2D: (a) Quadrada; (b) Triangular; (c) Hexagonal

A lógica da numeração das regras AC2D é similar à dos ACE, ou seja, o número, no 
sistema decimal, que dá nome a cada regra é o correspondente ao número no sistema bi-
nário que se obtém como resultado da evolução da regra a partir de uma condição inicial. 
No entanto, devido ao elevado número de regras AC2D que existem, geralmente, elas são 
divididas em grupos e numeradas independentemente dentro desses grupos. Para malhas 
quadradas, que são as mais usadas, utilizam-se, basicamente, dois tipos de vizinhança, as 
chamadas vizinhanças de Moore e de Von Neumann (Figura 4). A vizinhança de Moore 
considera a influência de todas as células ao redor do ponto de interesse, enquanto a de 
Von Neumann considera apenas as que estão diretamente ligadas aos lados, acima e abai-
xo do ponto. A própria célula pode formar parte ou não da vizinhança.

Figura 4 – Tipos de vizinhanças comuns utilizadas nos AC bidimensionais. Vizinhanças 
de Moore: (a) Vizinhança de Moore para r = 1; (b) Vizinhança de Moore para r = 2; (c) 

Vizinhança de Von Neumann para r = 1; (d) Vizinhança de Von Neumann para r = 2
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Deve notar-se que a quantidade de regras que definem os ACE é relativamente pe-
quena, no entanto, o número de possibilidades no caso bidimensional é exponencialmente 
maior. Considerando-se apenas autômatos binários (k = 2) e uma vizinhança de Von Neu-
mann, há 25 = 32 configurações para se gerar uma regra e, portanto, existem 232 ≈ 4.109 pos-
síveis regras. Considerando-se a vizinhança de Moore, aparecem 29 = 512 configurações 
para uma regra e, consequentemente, 2512 ≈ 10154 possíveis regras. Uma descrição detalha-
da desses padrões pode ser encontrada em Wolfram (1984) e Packard e Wolfram (1985).

Um importante avanço no campo dos autômatos celulares foi a criação da função io-
ta-delta (Ozelim et al., 2012). Tal função permite que diversos autômatos celulares, antes 
definidos apenas por meio de condicionais e outras funções de programação, sejam defi-
nidos algebricamente. Com isso, além da facilidade de implementar autômatos celulares, 
essa função também permite que aplicações em outros campos do conhecimento sejam 
mais factíveis. A função iota-delta é definida da seguinte forma:

(Eq. 1)

onde,
m e n são parâmetros inteiros positivos da função;
x é o argumento da função, definido pela combinação linear de células da vizinhança;
j é igual a p[n] + 1, sendo j o número de primos;
p[n] é a função que retorna o número de primos menores ou iguais ao argumento n.

Autômatos celulares como representação de meios porosos, como o solo, foram es-
tudados recentemente por Bandman (2011), Zubeldia et al. (2016) e Ozelim e Cavalcante 
(2018b). Os autores concluíram que os autômatos elementares e bidimensionais são capa-
zes de simular meios porosos a partir do paralelo no qual os vazios do solo são represen-
tados por células em branco e o espaço ocupado pelos grãos, por células em preto. Além 
disso, os autores discutem que características como a porosidade e a permeabilidade in-
trínseca se estabilizam e mantêm-se constantes para cada autômato depois de um certo 
número de iterações.

4. MODELO DE PERMEABILIDADE

A lei de Hagen-Poiseuille para fluxo estacionário por um tubo capilar circular de di-
âmetro d é dada por:

(Eq. 2)

onde,
qi é a taxa de fluxo volumétrico para um único tubo capilar [L3T–1];
d é o diâmetro do tubo capilar [L];
Dp é a queda de pressão através do meio [FL–2];
m é a viscosidade dinâmica do fluido [FL–2T];
Le é o comprimento tortuoso do tubo [L].
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Para um meio poroso com n poros cilíndricos e tortuosos, semelhantes a tubos capi-
lares, a lei de Hagen-Poiseuille pode ser escrita como:

(Eq. 3)

onde, qT é o fluxo volumétrico total pelo meio [L3T–1].
A porosidade do meio pode ser definida como a razão entre o volume de poros e vo-

lume total, dada por:

(Eq. 4)

onde,
AT é a área total da seção transversal [L2]
L é o comprimento do meio poroso [L].

Isolando-se AT na Equação (4)  pode-se obter:

(Eq. 5)

A Lei de Darcy para um fluxo monofásico em um meio poroso é dada por:

(Eq. 6)

onde, k é a permeabilidade intrínseca do meio poroso [L2].

Comparando-se a Equação (6) com a Equação (3) pode-se obter a permeabilidade 
intrínseca do meio com poros similares a tubos capilares, descrita por:

(Eq. 7)

Substituindo-se a Equação (5) na Equação (7), é possível obter o seguinte modelo de 
permeabilidade intrínseca:

(Eq. 8)

onde, t é a tortuosidade do meio poroso, adimensional, definida por:

(Eq. 9)
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A Equação  mostra que a permeabilidade é proporcional ao quadrado da dimensão 
característica do meio poroso. Além do mais, isso demonstra que a permeabilidade tam-
bém é proporcional à porosidade do meio. Assumiu-se que o conjunto de n tubos capilares 
apresentavam as mesmas dimensões. Todavia, assumindo-se que o modelo inclui uma dis-
tribuição de poros arbitrária, pode-se obter resultados mais verossímeis. A função de den-
sidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos poros é mostrada na Figura 5.

Figura 5 – Função de densidade de probabilidade para  
distribuição dos diâmetros dos poros

A função de densidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos poros 
deve satisfazer a seguinte condição:

(Eq. 10)

Considerando-se nδ como o número de poros com diâmetro entre d e d + dd e n co-
mo o número total de poros, então:

nd = nƒ(d)dd (Eq. 11)

A área da seção transversal ocupada pelos poros com diâmetro entre d e d + dd é da-
da por:

(Eq. 12)

A área da seção transversal ocupada por todos os poros é obtida integrando-se a 
Equação (12) e é equivalente a:
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(Eq. 13)

onde,  é a constante definida por:

(Eq. 14)

O volume ocupado por todos os poros pode ser relacionado com a área da seção 
transversal, a porosidade e o comprimento do meio poroso da seguinte forma:

AcLe = fATL (Eq. 15)

Substituindo-se a Equação (13) na Equação (15) e resolvendo para n tubos, pode-se 
obter:

(Eq. 16)

A taxa de fluxo volumétrico para poros com diâmetro entre d e d	+ dd pode ser obti-
da pela lei de Hagen-Poiseuille (Sutera e Skalak, 1993) e expressa por:

(Eq. 17)

Substituindo-se a Equação (11) na Equação (17), pode-se obter:

(Eq. 18)

O fluxo volumétrico total para o meio poroso pode ser obtido integrando-se a Equa-
ção (18), gerando a expressão:

(Eq. 19)

Substituindo-se a Equação (16) na Equação (19), pode-se obter:

(Eq. 20)

Comparando-se a Equação (20) com a Lei de Darcy, Equação (6), pode-se obter a per-
meabilidade intrínseca do meio modelado como n tubos capilares pela seguinte expressão:

(Eq. 21)
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Substituindo-se a Equação (9) e a Equação (14) na Equação (21), tem-se, finalmen-
te, o seguinte modelo para a estimativa da permeabilidade intrínseca, dada uma função de 
densidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos poros:

(Eq. 22)

4.1 Função de densidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos 
poros

As partículas de solo, ao se arranjarem, geram padrões de preenchimentos e vazios. 
De acordo com o tamanho das partículas, geometria e outras especificidades, o padrão es-
trutural pode variar de um tipo de solo para outro solo. Portanto, dois solos podem apre-
sentar a mesma quantidade de vazios, mas possuir uma distribuição espacial diferente dos 
poros, e, nos solos, essa distribuição dos poros pode, ainda, se dar a partir da formação de 
grupos de poros de tamanho distinto, o que interfere diretamente no fluxo e em sua natu-
reza. Por exemplo, os solos argilosos profundamente intemperizados formam grupamen-
tos de partículas, os agregados e microagregados, nos quais predominam microporos em 
seu interior e, por força desses elementos maiores formados, entre eles, existirão macro-
poros, poros que comandarão o fluxo imediato, mas que a médio e longo prazo poderão 
dar origem a outro tipo de fluxo – o fluxo apenas de elementos químicos devido a ações 
da sucção osmótica e do desequilíbrio químico que pode surgir em consequência da na-
tureza do fluido pré-existente e daquele que passa a existir adentrando no meio poroso. 
Isso implica que, mesmo que possuam um índice em comum, outras propriedades podem 
variar sem que estejam intrinsecamente correlacionadas.

Em geral, podem-se agrupar os solos em unimodais e bimodais em relação à distri-
buição de seus poros, embora outras formas de distribuição menos frequentes, como as 
trimodais ou mesmo aquelas nas quais não ocorre a concentração de um tamanho único 
de poros, possam se fazer presentes (Figura 6). Experimentalmente, portanto, verifica-se 
que cada solo pode possuir uma, duas ou mais faixas de tamanhos de poros mais frequen-
tes. Caso o solo possua apenas uma faixa com maior probabilidade, seja essa faixa estrei-
ta (como a que caracteriza uma areia uniforme), ou larga (como a que caracteriza uma 
areia bem graduada), pode-se denominá-lo como unimodal. Que, do termo estatístico mo-
da, apresenta apenas uma tendência. Já um solo com duas faixas predominantes pode ser 
denominado como bimodal, assim como apresentado na Figura 7. Não necessariamente 
cada faixa apresentará o mesmo pico ou a mesma relevância, aliás, nos perfis de intem-
perismo, a intensidade relativa entre eles dependerá do grau de meteorização sofrido pelo 
solo. Ainda, podem-se perceber casos em que, mesmo havendo duas faixas, há uma apro-
ximação das curvas, apresentando certa dificuldade em distingui-las.
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Figura 6 – Microscopia: (a) Óptica de solo granular uniforme;  
(b) Eletrônica de solo com distribuição trimodal

Figura 7 – Função de densidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos 
poros: (a) Distribuição trimodal para solos com presença concentrada de microporos 
(MCP), mesoporos (MEP) e macroporos (MAP); (b) Distribuição bimodal para solos 
com presença predominante de micro e macroporos; (c) Distribuição unimodal para 

solos bem graduados; (d) Distribuição unimodal para solos uniformes
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Sabe-se que solos de distribuição unimodais em relação às partículas também ten-
dem a ser unimodais em relação aos vazios, cabendo, aqui, destacar que essa observação 
só é válida para solos tratados na mesma condição, ou seja, se as partículas estão agrupa-
das ou desagrupadas no estado natural do solo. A distribuição dos poros citada só será vá-
lida para as partículas no mesmo estado de referência. Nessa hipótese, os diâmetros dos 
poros podem ser modelados por uma função de densidade de probabilidade log-normal, 
isto é, uma função contínua, na qual o logaritmo dos diâmetros dos poros possui uma dis-
tribuição normal. Nesse caso, a função de densidade de probabilidade e a função de dis-
tribuição acumulada dos diâmetros dos poros são, respectivamente, dadas por:

(Eq. 23)

(Eq. 24)

com,

(Eq. 25)

onde,  é a média geométrica dos diâmetros dos poros, e sd é o desvio padrão de lnd.
Fredlund et al. (2000) apresentaram formulações analíticas para descrição do com-

portamento unimodal e bimodal das curvas granulométricas. Adotando a mesma hipóte-
se de que solos de distribuição unimodais em relação às partículas também tendem a ser 
unimodais em relação aos vazios, o modelo de Fredlund et al. (2000) foi adaptado, neste 
capítulo, para representar uma faixa de distribuição de poros. Dessa forma, a função de 
distribuição acumulada dos diâmetros dos poros é dada por:

(Eq. 26)

onde,
agr é o parâmetro correspondente ao ponto de inflexão da função;
ngr é um parâmetro que determina a uniformidade da distribuição;
mgr é o parâmetro relacionado ao formato da curva próximo às regiões finas;
drgr é o parâmetro relacionado à quantidade de finos no solo;
d é o diâmetro de cada poro considerado [L];
dm é o diâmetro do menor poro considerado [L].
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Derivando-se a função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros, Equação 
(26), é possível estabelecer a função de densidade de probabilidade para distribuição dos 
diâmetros dos poros, dada por:

(Eq. 27)

4.2 Função de densidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos 
poros geradas por autômatos celulares

Os ACE e AC2D podem ser utilizados para modelar a função de densidade de pro-
babilidade para a distribuição dos diâmetros dos poros. Este item apresenta a metodologia 
para utilização de um ACE. Inicialmente, define-se a regra que será utilizada para gera-
ção do ACE. Em seguida, impõe-se a condição inicial do sistema a partir da definição da 
primeira linha do autômato. Por último, define-se o tamanho da malha que será analisada. 
Na Figura 8, é apresentado o ACE descrito pela regra 89 e uma condição inicial aleatória 
em uma malha de 400 colunas e 200 linhas.

Figura 8 – Autômato celular elementar (Regra 89)

Computacionalmente, tem-se que qualquer autômato gerado é um vetor n-dimensio-
nal. A malha apresentada pela Figura 8 é, simplesmente, a representação gráfica de uma 
matriz composta por 0’s e 1’s. Logo, fazendo-se um paralelo aos meios porosos, pode-se 
considerar os vazios como sendo representados pelos números 1’s e os grãos pelos nú-



774 Solos não saturados no contexto geotécnico

meros 0’s. Nesse caso, a porosidade do ACE pode ser definida pela razão entre a área de 
vazios e a área total da malha em estudo, dada por:

(Eq. 28)

onde,
aij é o elemento da matriz da linha i e coluna j, correspondente ao valor 1;
l é número de linhas da matriz;
h é o número de colunas da matriz.

Em outras palavras, para se obter a porosidade do ACE, basta somar todas as células 
vazias e dividir o resultado pelo número de células totais. Dessa forma, a porosidade do 
ACE apresentado na Figura 8 é igual a 49%.

Pode-se, ainda, inferir diversas propriedades correlatas ao solo, a partir do ACE, tais 
como a função de densidade de probabilidade para distribuição dos diâmetros dos poros, 
a função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros e a permeabilidade intrín-
seca.

Para a determinação da função de densidade de probabilidade para distribuição dos 
diâmetros dos poros, primeiramente, deve-se identificar os poros. Para isso, um algorit-
mo analisa a malha e identifica todas as células de vazios que estão interligadas por ares-
tas. Em seguida, o algoritmo verifica, em cada conjunto, o número de células que com-
põe cada vazio. Logo, é gerado um vetor que enumera os poros e suas respectivas áreas e 
diâmetros equivalentes. Paralelamente, outro algoritmo identifica quantos vazios há para 
um intervalo de diâmetros. Tal algoritmo faz isso para vários intervalos e obtém, em por-
centagem, a quantidade de poros para cada faixa de diâmetro. Plotando-se tais números e 
interligando-os, pode-se obter a função de densidade de probabilidade para distribuição 
dos diâmetros dos poros.

Para se obter uma função de densidade de probabilidade para distribuição dos diâ-
metros dos poros com equivalência real a um solo, deve-se atribuir uma escala à malha. 
Para isso, define-se o comprimento da menor dimensão da malha, isto é, o valor da largu-
ra da célula. Neste capítulo, voltado para solos granulares, considerou-se o valor da me-
nor dimensão da malha correspondente ao diâmetro efetivo do solo, D10, salientando-se, 
no entanto, que, para solos argilosos, esse limite deve ser outro, pois o D10 nem sempre é 
distinguível ou mesmo, só podendo ser distinguível em nível de nanopartículas.

Nesse exemplo, definiu-se D10 como 0,03 mm. A função de densidade de probabi-
lidade para a distribuição dos diâmetros dos poros obtida encontra-se apresentada na Fi-
gura 9. É notável o fato de que a curva apresenta um aspecto bimodal, típico dos solos 
estruturados (que guarda certa semelhança com o solo poroso colapsível do Distrito Fe-
deral), no qual a presença dos micros e dos macrosporos é estabelecida na literatura (Fa-
rias, 2012; Otálvaro, 2013).

Ao se integrar numericamente, a função de densidade de probabilidade para a dis-
tribuição dos diâmetros dos poros (Figura 9), utilizando-se o método do retângulo, por 
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exemplo, pode-se obter a função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros. 
Computacionalmente, isso pode ser feito ao se analisar o vetor de poros com respectivos 
diâmetros equivalentes e verificar quantos vazios são menores do que determinado pata-
mar. Para isso, deve-se começar da menor dimensão de poros até a maior, avançando-se 
pouco a pouco. Com isso, é possível obter outra distribuição de pontos, que correlaciona 
um diâmetro com a porcentagem de poros de diâmetros menores do que ele. Interligando- 
se a distribuição, pode-se obter função de distribuição acumulada dos diâmetros dos po-
ros, assim como mostrada na Figura 10. Mais uma vez, a curva obtida é típica de um solo 
de comportamento bimodal e, fazendo-se um paralelo com a curva de distribuição granu-
lométrica, ela seria representativa de um material com graduação aberta.

Pode-se, ainda, obter a permeabilidade intrínseca aplicando-se a Equação  e admitin-
do-se uma faixa de variação da tortuosidade. Computacionalmente, basta utilizar o vetor 
que gera a função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros e aplicar integração 
numérica de acordo com a Equação  a partir do método do retângulo. Com isso, pode-se 
obter uma curva da variação da permeabilidade intrínseca para diferentes tortuosidades 
(Figura 11). Pela Figura 11, constata-se que a permeabilidade intrínseca diminui com o 
aumento da tortuosidade do solo.

Figura 9 – Função de densidade de probabilidade para distribuição  
dos diâmetros dos poros gerada pelo ACE 89
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Figura 10 – Função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros gerada pelo ACE 89

Figura 11 – Curva de permeabilidade intrínseca versus tortuosidade gerada pelo ACE 89
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5. VALIDAÇÃO NUMÉRICA UTILIZANDO-SE MICROTOMOGRAFIAS 
COMPUTADORIZADAS

A tomografia computadorizada (TC) é o processo de obtenção da imagem da seção 
transversal ou da fatia de um corpo, utilizando-se um equipamento externo, controlado 
por computador. O processo ocorre por meio de múltiplas projeções obtidas da emissão 
de fótons com energia suficiente para atravessar o corpo de interesse, dentre as quais se 
tem raios X e raios gama. Ao serem atravessados pelo feixe de fótons, os materiais mais 
densos absorvem mais radiação que os menos densos. A energia do feixe ao atravessar 
o objeto é projetada em um dispositivo chamado de “detector”. Assim, uma TC indica a 
quantidade de radiação absorvida por cada partícula do objeto analisado (radiodensidade, 
dada pelo coeficiente de atenuação), e traduz essas variações em uma escala de cinzas, 
produzindo uma imagem. Cada pixel da imagem corresponde à média da absorção nessa 
zona (Herman, 2009).

O princípio de funcionamento de um tomógrafo de raios X está fundamentado na 
interação de um feixe de fótons com o objeto de análise. Uma parte da energia do fei-
xe proveniente de uma fonte de raios X é absorvida pelo objeto e o resto é projetado em 
um conjunto de detectores. Os dados são processados por computadores que geram a 
imagem tridimensional por meio de algoritmos de reconstrução implementados em sof-
twares especializados. Os fundamentos teóricos da interação da radiação com a matéria 
são descritos por vários autores, dentre eles, podem ser citados Manz e Gladden (1999) 
e Knoll (1983).

Durante a varredura tomográfica, as projeções são obtidas em várias posições angu-
lares igualmente espaçadas até completar 360o. A partir dessas projeções, é possível re-
construir matematicamente a imagem do objeto, isto é, os valores do coeficiente de ate-
nuação linear são calculados para cada ponto do plano tomográfico e uma imagem pode 
ser associada a esses valores distribuídos em uma escala de cinzas ou cores. Em seguida, 
por meio de algoritmos de reconstrução, é possível obter uma série de imagens 2D das 
seções transversais ao longo do eixo axial da amostra, que, por sua vez, são empregadas 
para a reconstrução da estrutura interna do objeto em 3D. Em Naime (2001) e Matreca-
no (2011), pode-se encontrar uma descrição dos principais algoritmos de reconstrução de 
imagens tomográficas.

O uso de tomógrafo para o estudo de solos iniciou-se na década de 80 com os tra-
balhos pioneiros de Petrovic et al. (1982), Hainsworth e Aylmore (1983) e Crestana 
(1985). As primeiras pesquisas foram realizadas com os tomógrafos médicos, que têm 
uma resolução limitada a 200 micras e empregam raios policromáticos. Posteriormente, 
o desenvolvimento dos chamados micro-TC, que permitem gerar feixes monocromáti-
cos de raios X que podem ser modulados, e apresentam resoluções muito maiores (até 
um mícron), permitiu grandes avanços no estudo e na caracterização da estrutura inter-
na dos meios porosos (Menzel et al., 1998; Matrecano, 2011; Vaz et al., 2011; Gan e 
Wang, 2012).

Neste capítulo, apresentam-se os resultados de um estudo em que foi utilizada uma 
areia pouco argilosa fornecida pelo Laboratório de Geotecnia da Universidade de Brasí-
lia – UnB (Tabela 1). O material é de uso comum na construção civil no Distrito Fede-
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ral. A aquisição das projeções e a reconstrução de imagens bidimensionais foram feitas 
utilizando-se um microtomógrafo de raio-X de quarta geração, modelo SkyScan 1172, da 
Embrapa Instrumentação Agropecuária – São Carlos. Na Tabela 1, aparece um resumo do 
processo de binarização da imagem utilizada e da geração do ACE.

Ao se binarizar a imagem tomográfica da areia, pôde-se obter uma clara distinção 
entre vazios e grãos de solo (Figura 12). Para tanto, um algoritmo determina um limite de 
claridade da imagem e todos os pixels que estão abaixo ou acima passam a ter o valor 0 
ou 1, respectivamente. Logo, o mesmo princípio aplicado para se determinar a função de 
densidade de probabilidade para a distribuição dos diâmetros dos poros e demais carac-
terísticas no caso de autômatos celulares pode ser aplicado para tomografias computado-
rizadas. Todavia, faz-se necessário, a partir da precisão da fotografia, definir a dimensão 
de cada pixel, ou seja, tem-se de estabelecer o comprimento de cada pixel em uma escala 
linear. Tal passo é totalmente análogo à atribuição do D10 no caso dos autômatos celulares. 
Como a tomografia é única, a porosidade se mantém constante e independente das dimen-
sões utilizadas. Atribuindo-se, portanto, o valor de 3.10-4 mm como a menor dimensão do 
pixel da imagem binarizada, pode-se determinar a função de distribuição acumulada dos 
diâmetros dos poros (Figura 13). A função de distribuição acumulada dos diâmetros dos 
poros para a imagem binarizada da tomografia da areia apresentou um aspecto tipicamen-
te esperado em solos com distribuições de poros unimodais. Esse fato é facilmente expli-
cável, tendo em vista o caráter granular do material em estudo.

Tabela 1 – Resultados dos ensaios laboratoriais realizados na Areia Argilosa

Parâmetro Valor Norma utilizada
Densidade Relativa (Gs) 2,68 ASTM D7263 – 09

Porosidade (n) 66% ASTM D7263 – 09 
Permeabilidade [m/s] 2.10-5 NBR 14545/2000

LL 54% NBR 6459/1984
LP 39% NBR 7180/1984

Figura 12 – Imagens da areia argilosa obtidas por meio da TC:  
(a) Imagem original; (b) Imagem binarizada.
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De posse da função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros para a ima-
gem binarizada da tomografia da areia (Figura 12), foi obtido o autômato celular que 
melhor se enquadrava nas características de distribuição de poros da referida imagem. 
O resultado encontra-se apresentado na Figura 14. Além disso, o modelo foi verifica-
do utilizando-se a Equação  proposta por Fredlund et al. (2000) e adaptada para este 
estudo. Os parâmetros utilizados foram agr = 1,19; ngr = 3; mgr = 0,9; drgr = 1000 e dm = 
0,05 mm.

De posse dos resultados apresentados na Figura 14, foi possível determinar a curva 
de permeabilidade intrínseca versus tortuosidade correspondente ao caso em estudo (Fi-
gura 15). Conhecido o valor da condutividade hidráulica da areia argilosa (Tabela 1), foi 
possível determinar o valor da permeabilidade intrínseca, admitindo-se o fluido como 
sendo a água (k = 2.10-6 mm2). Dessa forma, constata-se que a tortuosidade que define o 
material em estudo é 2,3.

Figura 13 – Função de distribuição acumulada dos diâmetros  
dos poros para a imagem binarizada da tomografia da areia
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Figura 14 – Comparação entre as funções de distribuição acumulada dos diâmetros  
dos poros obtidas para a imagem binarizada da tomografia da areia para o autômato 

celular e pelo método proposto por Fredlund et al. (2000)

Figura 15 – Curva de permeabilidade intrínseca versus  
tortuosidade gerada para o autômato celular
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6. CURVA DE RETENÇÃO DE ÁGUA NO SOLO

A relação entre o teor de umidade volumétrico de um solo e a sucção é uma função 
contínua, gradativa, na qual a sucção varia inversamente com o teor de umidade volumé-
trico, ou seja, a sucção tende a um valor nulo à medida que o solo se aproxima da satura-
ção e a um valor máximo quando o grau de saturação tende a zero. A representação grá-
fica entre o teor de umidade volumétrico e a sucção é denominada curva de retenção de 
água no solo ou curva característica solo-água. Van Genutchen (1980) propôs uma função 
para o ajuste da curva característica dada por:

(Eq. 29)

onde,
qw é o teor de umidade volumétrica [L3L–3];
qr é o teor de umidade volumétrica residual [L3L–3];
qs é o teor de umidade volumétrica saturada [L3L–3];
y é a sucção [FL–2];
a e n são parâmetros de ajuste do modelo.

Dentre os métodos de previsão da curva de retenção (ou característica), um dos mais 
citados é o de Arya e Paris (1981). Segundo esses autores, a curva granulométrica permite 
a obtenção indireta da distribuição de poros do solo com um arranjo idealizado das partí-
culas. Para os autores, a curva granulométrica pode ser dividida em n frações arbitrárias. 
Além disso, os autores estabeleceram que cada fração possui um diâmetro médio do po-
ro e uma curva característica idealizada. Adotando-se a mesma hipótese de que solos de 
distribuição unimodal em relação às partículas também tendem a ser unimodais em rela-
ção aos vazios, o modelo de Arya e Paris (1981) foi adaptado, neste trabalho, para gerar 
a curva característica idealizada a partir de uma faixa de distribuição de poros definida 
pelo AC. Tal hipótese, para que tenha sua validade ampliada para solos contendo agrega-
dos, requer que se entenda as agregações como grãos maciços com densidade considerada 
aparente por englobar a microporosidade interna.

A curva de retenção idealizada para cada fração é definida pelo valor de entrada de 
ar e por uma drenagem total e abrupta. Conforme cada nova fração é drenada, uma por-
centagem dos vazios do solo é drenada. Diversas hipóteses simplificadoras são adotadas 
pelo modelo de Arya e Paris (1981). A massa específica do solo é assumida constante e 
idêntica em todas as n frações. As partículas de cada fração são consideradas esféricas e 
com diâmetro igual ao diâmetro médio de cada fração. O volume dos poros de cada fração 
é idealizado como sendo um tubo capilar cilíndrico cujo raio é associado ao raio médio 
das partículas da fração. A Equação de Capilaridade de Kelvin é aplicada a cada fração. 
Histerese e seus mecanismos geradores não são considerados. Portanto, o modelo se li-
mita ao caso de materiais granulares pouco ativos e com certa uniformidade mineralógi-
ca, mas sua análise permite, o entendimento da forma da curva de retenção de materiais 
como as areias quartzosas.
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O volume de sólidos e o volume de vazios de cada fração é calculado, respectiva-
mente, assumindo-se que:

(Eq. 30)

(Eq. 31)

onde,
 é a massa das partículas de cada fração i (i variando de 1 até n)

rs é a massa específica das partículas [ML–3];
e é o índice de vazios.

O valor  corresponde à porcentagem de partículas pertencentes à fração i, obtida 
da curva granulométrica (gerada com a mesma metodologia AC, mas associando-se a dis-
tribuição ao valor 0) é dado por:

(Eq. 32)

Na hipótese de que os poros são preenchidos por água progressivamente, o teor de 
umidade volumétrico, acumulado até a fração n, é computado da seguinte forma:

(Eq. 33)

onde,
Vvj é definido pela Equação  [L3];
rd é a massa específica seca do solo [ML–3].

V é o volume total de solo [L3], dado por:

(Eq. 34)

Uma vez que a quantidade total de massa de solo é unitária ( ), a Equação 
(34) reescreve-se na forma:

(Eq. 35)

Substituindo-se a Equação (35) na Equação (36), segue que:

(Eq. 36)
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O teor de umidade volumétrica correspondente ao ponto central de cada fração de 
solo é dado por:

(Eq. 37)

Deve-se estabelecer a sucção mátrica correspondente a cada fração. Arya e Paris 
(1981) assumem que cada fração de solo é formada por ni partículas esféricas, resultando 
em um volume de sólidos, , e um volume de vazios, , dados, respectivamente, por:

(Eq. 38)

(Eq. 39)

onde,
Ri é o raio médio das partículas de cada fração [L];
ri é o raio médio dos poros de cada fração [L];
hi é o comprimento total do poro [L].

Arya e Paris (1981) propõem que se iguale o comprimento total do poro ao número 
de partículas alinhadas ao longo do poro vezes o comprimento contribuído por cada partí-
cula. Considerando-se uma configuração cúbica de partículas esféricas idênticas, o com-
primento do poro seria dado por:

hi = ni2Ri (Eq. 40)

Os autores sugerem a inclusão de um parâmetro empírico a, para se levar em conta 
a não esfericidade das partículas:

(Eq. 41)

Combinando-se as Equações (30), (31), (38), (39) e (41), pode-se concluir que:

(Eq. 42)

Os valores de ni podem ser computados igualando-se a Equação (38) e (30). O va-
lor de sucção correspondente a cada fração é computado utilizando-se a Equação de Ca-
pilaridade:

(Eq. 43)

onde, Ts é a tensão superficial da água [FL–1].
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Aplicando-se o método de Arya e Paris (1981) e utilizando-se os resultados obtidos 
para a função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros do AC, é possível obter 
a curva característica relativa ao AC (Figura 16).

Figura 16 – Curva de retenção gerada para o AC e pela equação de  
Van Genuchten (Van Genuchten, 1980)

A partir dos resultados obtidos para a curva de retenção (AC), a Equação de Van Ge-
nuchten (Van Genuchten, 1980) foi utilizada e os valores que se ajustaram à curva foram 
qr = 0%, qs = 51,6%, a = 0,018 e n = 3.

Portanto, é possível conjugar as técnicas tratadas neste capítulo para que se chegue à 
obtenção de curvas de retenção, em especial, dos materiais granulares.

7. NOVA ALTERNATIVA PARA OBTENÇÃO DA CURVA DE RETENÇÃO 
FUNDAMENTADA EM MODELO ANALÍTICO

Uma equação robusta capaz de sistematizar matematicamente o comportamento do 
fluxo de água em um solo não saturado é a equação de Richards (Richards, 1931). Tal 
equação diferencial considera que o teor de umidade volumétrica do solo pode variar, as-
sim como a sucção, no tempo (t) e no espaço (x, y, z), por meio de:

(Eq. 44)
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onde,
θw corresponde ao teor de umidade volumétrica em função da sucção total [L3L–3];
ψ representa a sucção total [ML–1T–2];
kx representa a condutividade hidráulica não saturada na direção x [LT–1];
ky representa a condutividade hidráulica não saturada na direção y [LT–1];
kz representa a condutividade hidráulica não saturada na direção z [LT–1];
rw é a massa específica da água [ML–3];
g é a aceleração da gravidade [LT–2].

Dada a natureza altamente não linear da Equação de Richards, seu emprego geral-
mente é pautado em condições hidráulicas simplificadas, tais como fluxo estacionário, 
sendo que a condição transiente raramente é considerada. Entretanto, Cavalcante e Zor-
nberg (2017) apresentaram uma inovadora proposta para sua solução, mostrando que de 
posse da curva de retenção de água no solo e da função de condutividade hidráulica não 
saturada, é possível simular o fenômeno do fluxo unidimensional em sistemas não satura-
dos por meio de um único parâmetro de ajuste (dCZ) que conecta matematicamente estas 
duas funções com a variação temporal do conteúdo de água para os casos em que pode se 
assumir que a condutividade hidráulica varia linearmente com o conteúdo de água, a di-
fusividade hidráulica é constante e não há mudança de volume do meio.

Considerando a aplicação destas três condições, os referidos autores mostraram que 
a curva de retenção de água no solo e a função de condutividade hidráulica não saturada, 
tendo a sucção como variável independente podem ser descritas, respectivamente, por:

q(y) = qs + (qs – qr) exp[–dCZ|y|] (Eq. 45)

kz(y) = ks exp[–dCZ|y|] (Eq. 46)

onde,
qs e qr correspondem aos teores de umidade volumétrica saturada e residual [L3L–3];
ks representa a condutividade hidráulica saturada na direção z [LT–1];
dCZ é um parâmetro de ajuste hidráulico [M–1L2T2].

A Figura 17 apresenta as representações das curvas de retenção de água e de con-
dutividade hidráulica não saturada que podem ser obtidas pelo modelo de Cavalcante e 
Zornberg (2017).

Por meio da definição de alguns domínios e condições iniciais e de contorno, Caval-
cante e Zornberg (2017) obtiveram um conjunto de soluções analíticas que modelam a 
variação do conteúdo de água em diferentes tempos e profundidade do solo. Essas solu-
ções serão explicitadas neste capítulo para o caso de infiltração unidimensional, com as 
considerações de contorno de Dirichlet nas simulações de solo com comprimento semi- 
infinito (caso 1) e finito (caso 2). 
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Figura 17 – Representação da curva de retenção de água (a) e condutividade  
hidráulica não saturada (b) pelo modelo de Cavalcante e Zornberg (2017)

A condição inicial para a resolução de ambos os casos é definida por um teor de umi-
dade inicial uniforme para toda a profundidade da camada de solo avaliada:

θw(z, 0) = θi (Eq. 47)

onde, θi é o teor de umidade volumétrica inicial [L3L–3].
A primeira condição de contorno nos dois casos, corresponde a um teor de umidade 

constante no topo superior, θ0, para todo o tempo analisado, isto é,

θw(0, t) = θ0 (Eq. 48)

Já como segunda condição de contorno, na posição inferior da coluna de solo, tem-se 
uma condição semi-infinita, para o caso 1, expressa pela Eq. (49), enquanto para o segun-
do caso, tem-se uma condição análoga, porém para uma coluna de solo com comprimento 
finito (L), expressa neste caso pela Eq. (50):

(Eq. 49)

(Eq. 50)

Essas condições inferiores expressam que para uma dada profundidade conhecida, 
L, ou que tenda ao infinito, não há variação do teor de umidade com a profundidade. Ca-
da uma das condições de contorno e inicial supracitadas nos casos 1 e 2 encontram-se es-
quematizados na Figura 18.

A solução analítica para o caso 1 (semi-infinito) expressa por Cavalcante e Zornberg 
(2017), é a seguinte: 

θw(z, t) = θi + (θ0 – θi) A(z, t) (Eq. 51)

onde, A(z,t) é dado por:
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(Eq. 52)

em que,

(Eq. 53)

e a função erro complementar (erfc), é por definição:

(Eq. 54)

Figura 18 – Representação dos casos 1 e 2 propostos por Cavalcante e Zornberg (2017)

Para o caso 2, a solução analítica, por sua vez, é expressa, como sendo:

θw(z, t) = θi + (θ0 – θi) B(z, t) (Eq. 55)

onde, B(z,t) é dado por:

(Eq. 56)

no qual, bm, são os autovalores correspondentes às raízes positivas da equação:

(Eq. 57)
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De acordo com os autores, apenas a consideração dos quatro primeiros dígitos da sé-
rie na Eq. (56) é suficiente para a obtenção de resultados acurados, de tal forma que esta 
equação pode ser aproximada por:

(Eq. 58)

Para um grande intervalo de valores de ,  e L, as soluções dos casos 1 e 2 condu-
zem aos mesmos resultados, isso explica por que muitos autores optam por empregar a 
solução do caso 1 mesmo para os casos de coluna de solo de comprimento finito.

Uma grande vantagem das soluções apresentadas por Cavalcante e Zornberg (2017), 
independente do caso, é o fato de se permitir visualizar o fenômeno de infiltração como 
uma superfície 3D no espaço q – z – t, como exemplificado na Figura 19. Para mais deta-
lhes sobre o modelo apresentado consultar o artigo dos autores citados.

Figura 19 – Representação da superfície de infiltração pelo  
modelo de Cavalcante e Zornberg (Caso 1)

Uma outra vantagem do modelo de Cavalcante e Zornberg (2017) é a possibilidade 
de se obter a distribuição de poros de forma indireta a partir da curva de retenção de água 
no solo, e vice-versa. Para isso, Costa e Cavalcante (2021a) consideraram que os vazios 
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dos solos poderiam ser representados por tubos capilares, obtendo para a curva de frequ-
ência acumulada de raios dos poros (S(r)) a expressão:

(Eq. 59)

Derivando a Eq. (59), é possível obter a distribuição de frequência de raios dos po-
ros que é dada por:

(Eq. 60)

onde,

r = log(r) (Eq. 61)

Assim, como foi feito para o tradicional modelo de retenção de van Genutchen é 
possível ajustar o modelo de retenção de Cavalcante e Zornberg (2017) aos dados da Fi-
gura 16 ou da Figura 13 e obter indiretamente os parâmetros hidráulicos do autômato ge-
rado, tais como a curva de condutividade hidráulica não saturada e do avanço da frente 
de umidade. Na Figura 20 é apresentada a comparação entre a curva de retenção de água 
obtida pelos modelos de van Genuchten (1980) e Cavalcante e Zornberg (2017) com a do 
Autômato Celular. Os parâmetros de ajuste do modelo de Cavalcante e Zornberg (2017) 
foram qr = 0%, qs = 60% e dcz = 0.007 Pa–1.

Figura 20 - Comparativo entre as curvas de retenção de água no solo
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Para mais informações sobre o modelo de Cavalcante e Zornberg (2017), quanto a 
aplicações e correlações, consulte os trabalhos de: Cavalcante et al. (2019), Sousa (2019), 
Costa e Cavalcante (2020), Costa e Cavalcante (2021a), Costa e Cavalcante (2021b), Ca-
valcante e Mascarenhas (2021) e Dantas e Cavalcante (2021).

8. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Como ilustrado nesse capítulo, o método numérico autômatos celulares se mostra 
como uma excelente ferramenta computacional para a caracterização da estrutura poro-
sa de solos não saturados. O método foi utilizado para caracterizar a estrutura porosa de 
areia argilosa, apresentando resultados promissores.

A metodologia proposta descreve a função de densidade de probabilidade para a dis-
tribuição dos diâmetros dos poros, a função de distribuição acumulada dos diâmetros dos 
poros, a curva de permeabilidade intrínseca versus tortuosidade e a curva de retenção de 
um autômato celular, previamente escolhido, a partir das análises de tomografias compu-
tadorizadas.

A função de distribuição acumulada dos diâmetros dos poros obtida para a imagem 
binarizada da tomografia da areia para o autômato celular e pelo método proposto por 
Fredlund et al. (2000) se ajustou muito bem. Houve, também, um excelente ajuste entre 
a curva de retenção gerada para o autômato celular e pelos modelos de van Genuchten 
(1980) e Cavalcante e Zornberg (2017).

Além disso, a partir de ensaios laboratoriais de permeabilidade, é possível inferir a 
tortuosidade dos poros presentes no solo com base no valor da permeabilidade intrínseca.

As análises apresentadas neste capítulo representam uma ilustração do potencial das 
modelagens físicas e numéricas para o entendimento do comportamento dos solos. É evi-
dente que maior complexidade será dada aos modelos e suas interpretações à medida que 
se incorporem os solos argilosos, os solos com partículas lamelares, os solos contendo 
agregações, os solos contendo argilominerais expansivos, aqueles com densidades relati-
vas diversas, mas, na engenharia, o entendimento dos fenômenos deve sempre partir do 
simples para só então adentrar em construções mais elaboradas e engenhosas (Camapum 
de Carvalho, 2022).
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